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Der fraktionierte

Quanten-Hall-E

Von T. Chakraborty, Stuttgart®)

Ein zweidimensionales Elektronengas in
einem hohen Magnetfeld senkrecht zur
Ebene kondensiert bei sehr tiefen Tempe-
raturen in eine neuartige Quantenfliissig-
keit, in ecinen inkompressiblen (fliissigen
Zustand, bei dem die Elementaranregun-
gen eine nicht-ganzzahlige Ladung haben.
Dieser Artikel beschreibt, wie sich das
Verstindnis dieses Phiinomens und einiger
damit zusammenhingenden ungewohnli-
chen Eigenschaften entwickelt hat.

1. Einleitung

Der Grundzustand eines korrelierten
Elektronensystems hat die Festkorper-
physiker seit den frilhen Arbeiten von
Wigner [1] immer wieder herausgefor-
dert. In seiner Berechnung der Korrela-
tionsenergie des Elektronengases zeigte
Wigner, daB bei geringer Dichte die po-
tentielle Energie iiber die kinetische
Energie dominiert. Das Elektronensystem
bildet dann einen sogenannten Wigner-
Kristall. Dieser Effekt wurde bei Elektro-
nen auf einer Oberfliche von fliissigem
Helium beobachtet. Auf einer Halbleiter-
Grenzfliche betrigt die Elektronendichte
jedoch mehr als 10'/cm?, d. h. sie ist viel
zu hoch, als daB man die Kristallisation
bei erreichbaren Temperaturen beobach-
ten konnte. In Gegenwart eines sehr ho-
hen Magnetfeldes senkrecht zur Ebene ist
dies jedoch anders: In Feldrichtung ist die
kinetische Energie durch die Lokalisie-
rung in der diinnen Schicht stark einge-
schriinkt, wihrend sie in der zweidimen-
sionalen Ebene durch die Landau-Quanti-
sierung [2] beschrinkt wird. Damit sind
die Elektronen bei sehr tiefen Temperatu-
ren stark korreliert und befinden sich im
extremen Quantenlimes, in dem ihre
Wechselwirkung dominiert. Auf der Su-
che nach der Wigner-Kristallisation ent-
deckten Tsui, Stormer und Gossard [3]
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Abb. 1: Der Hall-Widerstand oy, und Q
der Widerstand in Richtung des Stroms
0.« als Funktion des Magnetfeldes in der
GaAs/Al . Ga,; _As-Heterostruktur, in
der der FQHE entdeckt wurde. Die

Elektronendichte betrigt n = 1,23-10"1
cm?. Die Skala auf der oberen Abszisse
bezeichnet den Fiillfaktor, der im Text
definiert ist [3].

1982 den fraktionierten” Quanten-Hall-
Effekt (FQHE), zwei Jahre nach Erschei-
nen der bahnbrechenden Arbeit von v.
Klitzing, Dorda und Pepper [4], die die
Entdeckung der ganzzahligen Quantisie-
rung der Hall-Leitfahigkeit mitteilte.

Der FQHE wurde in GaAs/Al,Ga, .. As-
Heterostrukturen gemessen, in denen es
zweidimensionale Elektronensysteme mit
hoher Beweglichkeit gibt. Fiir bestimmte
gebrochenzahlige Fiillfaktoren v zeigt hier
die Hall-Leitfahigkeit Plateaus, auBerdem
wird der longitudinale Widerstand sehr
klein. Hierbei ist v ein rationaler Bruch
mit ungeradem Nenner (fiir einen gera-
den Nenner wurde der fraktionierte

! In diesem Beitrag wird durchgehend das Wort
Jfraktioniert* verwendet. Dies ist ebenso wie die

* Dr. Tapash Chakraborty, Max-Planck-Insti-
wt fiir Festkorperforschung, Heisenbergstrafie
1, D-7000 Stuttgart 80. — Gegenwirtige An-
schrift: Division of Physics, National Research
Council of Canada, Montreal Road, Ottawa,
ON KIA OR6, Canada.

Eindeutschungen ,fraktional* bzw. fraktio-
nell“ vom englischen ,fractional® abgeleitet. Die
korrekte deutsche Ubersetzung ,.gebrochenzah-
lig* setzt sich nicht durch; sie kollidiert zudem
mit der international verbreiteten Abkiirzung
~FQHE*. (Anmerkung der Red.)
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Quanten-Hall-Effekt erst 1987 nachgewie-
sen [5]).

Abb. 1 zeigt den Hall-Widerstand o,y
und den Widerstand in Richtung des Stro-
mes Oy als Funktion des magnetischen
Feldes fiir einige Fiillfaktoren v = nh/eB,
wobei n die Ladungsdichte und B das Ma-
gnetfeld sind. Fiir Werte von v > 1 lassen
sich die typischen Ziige des ganzzahligen
QHE deutlich erkennen. Im extremen
Quantenlimes, d. h. bei v <1 und bei
Temperaturen kleiner als 0,48 K, gibt es
ein Minimum in g4, und ein Hall-Plateau
bei v = 1/3. Bei spiteren Experimenten
mit Proben héherer Mobilitidt konnte die-
ser Wert auf 3 - 107> genau nachgemessen
werden; o, war dort kleiner als 0,1 2/C]
(oxx Wird ausgedriickt in Widerstand pro
Quadrat, unabhingig von der Quadrat-
groBe). Bei der niedrigsten Temperatur
sieht man bei v =2/3 eine schwache
Struktur. Weitere Experimente mit Pro-
ben hoherer Beweglichkeit ergaben Ano-
malien bei folgenden anderen Fiillfakto-
ren (siehe auch Abb. 2):
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Fiillfaktoren, bei denen Anomalien beobachtet wurden.

Ein Stern an den Zahlen weist auf Fiill-
faktoren hin, fiir die bis jetzt nur Struktu-
ren in g, gesehen wurden. Die erste Zeile
entspricht den Verhiltnissen v = p/q,
(2p < q),. die zweite  bezeichnet

= 1 — plq, wihrend die letzte Zeile die
Fiillfaktoren v = 1 + p/q, 1 + (1 — plq),
2 + plq, etc. beschreibt. Diese Anordnung
wird im weiteren bei der Beschreibung
der Elektron-Loch-Symmetrie von
Bedeutung sein und weiter unten erldu-
tert.

2. Das Verstindnis des Effekts

Die typischen Merkmale des FQHE,
die Plateaus in o,y und die Minima in oy,
sind im Erscheinungsbild denen des ganz-
zahligen QHE sehr dhnlich. Trotz dieser
auffilligen Ahnlichkeit ist der physikali-
sche Ursprung ein anderer. Hinweise fiir
ein Verstindnis des FQHE geben folgen-
de Tatsachen:

— Plateaus und Minima treten bei ge-
brochenzahligen Besetzungszahlen auf,
bei denen keine Struktur in der Einteil-
chen-Zustandsdichte der Elektronen er-
wartet wird.

— Man beobachtet den Effekt nur in Pro-
ben sehr hoher Beweglichkeit.

Daraus schlieBt man, daB es sich beim
FQHE um eine intrinsische Eigenschaft
handelt und daB die Elektron-Elektron-

Wechselwirkung cine entscheidende Rolle
spielt. Der wichtigste Schritt in der Erkla-
rung des FQHE ist daher, die Eigenschaf-
ten eines zweidimensionalen Elektronen-
gases vor einem neutralisierenden Hinter-
grund und in einem Magnetfeld zu bestim-
men, das hoch genug ist, damit das unter-
ste Landau-Niveau nur teilweise gefiillt ist.
Eine sehr interessante Arbeit iiber dieses
Problem stammt von Yoshioka, Halperin
und Lee [6]. Die Autoren berichten iiber
numerische Rechnungen, bei denen einige
wenige Elektronen in einer rechteckigen
Zelle eingeschlossen sind. Sie verwende-
ten periodische Randbedingungen, und
mit einem gleichmiBig positiv geladenen
Hintergrund wurde das System ladungs-
neutralisiert. Der Hamilton-Operator fiir
die wechselwirkenden Elektronen wurde
dann numerisch diagonalisiert.

2.1 Grundzustand

Abb. 3 zeigt die Grundzustandsenergie
pro Teilchen als Funktion der Besetzungs-
zahlen. Die Energie ist in Einheiten der
Coulomb-Energie e*/¢ly aufgetragen, wo-
bei ¢ die Dielektrizitdtskonstante von
GaAs und Iy = (hcleB)'” die sogenannte
magnetische Linge sind. Es ist bekannt,
daB bei niedrigen Temperaturen und star-
ken magnetischen Feldern der Hartree-
Fock-Grundzustand ein Wigner-Kristall
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nale Widerstand ¢, und
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1,3 - 10° cn®IVs bei

T < 150 mK [5].

ist [7]. Die Ergebnisse in Abb. 3 zeigen
einige interessante Ziige: Erstens hat der
Grundzustand des Systems deutlich nied-
rigere Energie als der Wigner-Kristall. Es
ist bemerkenswert, daf} fiir die Hartree-
Fock-Ergebnisse in dieser Abbildung kei-
ne Strukturen bei v = 1/3 oder bei ande-
ren rationalen Besetzungszahlen auftre-
ten. Ohnehin ist es zweifelhaft, ob der
FQHE iiber eine kristalline Ordnung er-
kldrt werden kann, da solch ein Zustand
durch Storstellen in einem realen System
fixiert (,,gepinnt*) werden sollte. Damit
sollte eine nichtlineare Strom/Spannungs-
Charakteristik auftreten, weil dieses Pin-
ning bei kleinen elektrischen Feldern auf-
gehoben wird. Bei v = 1/3 wurden selbst
bei so kleinen elektrischen Feldern wie
10 wV/cm keine solchen Nichtlinearitédten
beobachtet [3]. Die numerische Arbeit
von [6] deutet deshalb ganz klar darauf
hin, daB der wahre Grundzustand nicht
ein Wigner-Kristall ist, sondern eine Art
Fliissigkeit. Zweitens deuten sich Spitzen
bei v = 1/3 und v = 2/5 in der Energie
pro Teilchen als Funktion des Fiillfaktors
an (weiterhin eine Struktur bei v = 1/2,
die jedoch sehr von der SystemgroBe ab-
hiangt). Die Kompressibilitit ist propor-
tional zur inversen Ableitung der Energie
nach der Dichte. Da diese Ableitung in
einer Spitze divergiert, bedeutet eine
nach unten zeigende Spitze in Abb. 3,
daB die Kompressibilitit an der Spitze
selbst Null ist. Damit ist die Dichte an
diesem Punkt eingefroren, und es gibt
keine langwelligen phononenartigen An-
regungen im System.

Bis jetzt wissen wir aus numerischen
Rechnungen von [6] nur, daB der Grund-
zustand dem einer translationsinvarian-
ten, wahrscheinlich inkompressiblen Fliis-
sigkeit entspricht. Wir haben weder ein
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Abb. 3: Energie pro Teilchen eines zweidimen-
sionalen Elektronengases als Funktion der teil-
weisen Fiillung des untersten Landau-Niveaus.
Die gestrichelte bzw. gepunktete Linie ist die
Energiekurve fiir den Elektron- bzw. den Loch-
kristall (unbesetzte Elektronenzustinde) in Hart-
ree-Fock-Néherung fiir ein unendlich ausge-
dehntes System [6].
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Abb. 4: Paarkorrelationsfunktion — g(x)  als
Funktion des dimensionslosen Teilchenabstands
fiir den Laughlin-Zustand (durchgezogene Li-
nie) und den Wigner-Kristall in Hartree-Fock-
Niiherung (gepunktete Linie) fiir v = 1/3.

klares Bild von diesem Zustand an sich,
noch von den Ursachen der Besonderhei-
ten bei gewissen rationalen Werten des
Fiillfaktors. Die Antwort auf diese funda-
mentalen Fragen gibt Laughlin [8] in ei-
ner eleganten Theorie. Er schldgt eine ge-
naherte  Elektronenwellenfunktion  fiir
y = 1/m vor und erklirt, warum es zu der
erwihnten Diskontinuitit in der Steigung
der Energickurve als Funktion der Teil-
chenzahl kommt. Laughlins Theorie hat
viele wertvolle Einsichten geliefert und
war die Basis fiir die meisten spiteren
Arbeiten auf diesem Gebiet. Laughlin
fiihrte folgende explizite Vielteilchen-
Wellenfunktion ein:

l/)m(ZI» ey ZN) (l)
N N
= n (zj—z)™ exp(—z lzj|2141(2,)
k=1 j=1
j<k

wobei z; = x; — iy; die Position des j-ten
Elektrons in komplexer Schreibweise und
N die Zahl der Elektronen sind. Es wird
angenommen, daf alle Elektronen ihren
Spin parallel zum Feld ausrichten. Die
Wellenfunktion gehorcht der Fermi-Stati-
stik. Deswegen muB m eine ungerade gan-
ze Zahl sein. Laughlin bemerkte auch,
daB | v [*> mit der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung eines zweidimensionalen, klassi-
schen, einkomponentigen Plasmas identi-
fiziert werden kann. Um die Wechselwir-
kung zu minimieren, werden die Plasma-
teilchen gleichmapig verteilt mit einer
Dichte, die v = 1/m entspricht. Friihere
theoretische Arbeiten iiber klassisches
Plasma ergaben bereits, daB solch ein Sy-
stem erst bei sehr groBen Werten von m
kristallisiert und fiir m < 70 fliissig bleibt
[8].

Kurz nachdem Laughlin seine Grund-
zustands-Wellenfunktion (2) einfiihrte, in-
terpretierte sie Halperin [9] in einer inter-
essanten Darstellung. Man stelle sich
vor, die Positionen aller Elektronen
n=2,.... N seien festgehalten. Dann

ist ¥ die Wellenfunktion des ersten Elek-
trons am Ort z;, parametrisiert durch die
Positionen der anderen Teilchen z;:

. (2)
w(z1) = ﬂ (z1 — Z) exp(——‘]‘— | z, |2).

j=1

Mit dem Fundamentalsatz der Algebra aus
der Funktionentheorie ist ein Polynom
durch die Menge seiner Nullstellen
{z;i=1,.... M} eindeutig bestimmt.
Die Nullstellen von (2) erscheinen nun
wie zweidimensionale Coulomb-Ladun-
gen, die das Teilchen am Ort z; abstoBen.
Um dem exponentiellen GauB-Term ent-
gegenzuwirken, verteilen sich die Null-
stellen gleichmaBig mit einer Dichte von
1/(2 w), da die Teilchen andernfalls in den
Ursprung gezogen wiirden. Halperin be-
obachtete, daB sich bei Laughlins Wellen-
funktion (2) die Nullstellen direkt an den
Orten der anderen Teilchen befinden. Je-
des Teilchen sieht also m Nullstellen.
Man definiere nun einen Vertex als einen
Punkt, an dem sowohl die Wellenfunktion
Null ist, als auch eine Phasenverschiebung
um 2 beim Umlauf in negativer Rich-
tung auftritt. Das Besondere an Laughlins
Wellenfunktion besteht darin, daB es ge-
nau m Vertices an jedem Ort eines Elek-
trons gibt und keine weiteren in der Ebe-
ne ,,vergeudet“ sind [9].

Aufgrund der Analogie zum klassischen
Plasma konnte Laughlin die Paarkorrela-
tionsfunktion g(x) direkt von Plasmatheo-
retikern iibernchmen und jeglichen nume-
rischen Aufwand vermeiden. Diese Funk-
tion wird in Abb. 4 fiir m = 3, d. h. fiir
v = 1/3, mit dem Grundzustand des Wig-
ner-Kristalls verglichen. Fiir sehr kleine
Abstinde x geht in der Fliissigkeit g(x)
wie x*" gegen Null, fiir den Kristall nur
wie x%. Die Funktion g(x) ist ein MaB fiir
die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am
Ort x zu finden, wenn eines bereits im
Ursprung sitzt. In der Fliissigkeit sind also
die Elektronen klarer voneinander ge-
trennt, und dadurch kann die potentielle
Energic des Systems weiter abgesenkt
werden. Da die Korrelationsfunktion fiir
groBe Abstinde x schnell den Wert Eins
erreicht, enthidlt die Wellenfunktion
Laughlins daher hauptsichlich eine Nah-
ordnung der Teilchen. Weder im Diago-
nal- noch im Nichtdiagonalteil der Dichte-
matrix ist eine Fernordnung vorhanden.

Die Paarkorrelationsfunktion ist ein
wichtiges Hilfsmittel, um den Erwartungs-
wert der potentiellen Energie auszuwer-
ten. Abb. 5 zeigt die Bindungsenergie

]
Econ(v) = Epar(v) + /? v,

aufgetragen als Funktion des Fiillfaktors
v. Im Vergleich zum Wigner-Kristall ist
der fliissige Zustand fiir bestimmte Fiill-

faktoren deutlich favorisiert. Die Grund-
zustandsenergie bei v = 1/3 stimmt sehr
gut mit den erwihnten Cluster-Rechnun-
gen [6] iiberein. Aus Abb. 5 wiirde man
einen Fliissig-Fest-Phaseniibergang  bei
v = 1/10 erwarten. Es gibt einige neuere
experimentelle Versuche, diesen Uber-
gang zu beobachten [10].

Das Magnetfeld in Laughlins Theorie
ist so hoch, daB sich die Elektronen nur
im untersten Landau-Niveau aufhalten
konnen. In diesem Fall hat das Problem
Elektron-Loch-Symmetrie. Daher be-
schreibt die Theorie auch stabile Zustin-
de mit Besetzungszahlen v = 1 — l/m,
falls alle Elektronen ihren Spin parallel
zum Magnetfeld ausgerichtet haben. Ahn-
lich kann man den Effekt fir Fiillfaktoren
v=1+41Umund v =1+ (1 — l/m) er-
kliren, wenn man das obere spin-aufge-
spaltene Band (1 < v < 2) beriicksichtigt.
Diese Interpretation darf jedoch nicht
auf die Fille v =2+ 1m oder

=2+ (1 — 1/m) ausgedehnt werden,
da es hier nicht mehr nur eine Art von
Einteilchen-Wellenfunktionen gibt, aus
denen die Laughlin-Vielteilchen-Wellen-
funktion aufgebaut wird.

2.2 Elementaranregungen

Was passiert nun, wenn das Magnetfeld
oder die Elektronendichte so verindert
werden, daB der Fiillfaktor geringfiigig
von dem eines stabilen Zustandes bei
v = 1/m abweicht? Hier fithrte Laughlin
ein vollig neues Konzept von Elementar-
anregungen ein, die nicht-ganzzahlige
elektrische Ladungen tragen. Details zur
Entstehung solcher Anregungen wiirden
hier zu weit fithren; dem interessierten
Leser seien die Originalarbeiten [8, 11]
empfohlen. Im folgenden geben wir nur
eine sehr kurze Darstellung.

Wenn die Elektronendichte leicht von
v = 1/m abweicht, miissen einige separate
Nullstellen (oder Vertices) der Wellen-
funktion existieren, die nicht mit Elektro-
nen zusammenhingen. Laughlin zeigte,
daB man einen Vertex am Ort z erzeugen
kann, wenn man die rechte Seite von
Gleichung (2) mit I, (z; — zo) multipli-
ziert. In Analogie zum Plasma entspricht
solch ein Ausdruck einem Loch in der
Elektronenverteilung nahe zo, wo dann
1/m-tel Elektron fehlt. Aufgrund der La-
dungsneutralitit des Plasmas ist dieses
durch den Vertex hinzugefiigte Teilchen
ein Quasiloch, das das —1/m-fache der
Ladung eines Elektrons trigt. Der Uber-
gang zu einer Quasiteilchenbeschreibung
ist nicht einfach. Hier soll nur noch er-
wihnt werden, da es im System Anre-
gungen endlicher Energie mit Ladung
¢* = * e/m gibt, wenn man sich von den
statischen Besetzungszahlen 1/m wegbe-
wegt. Sind auch Verunreinigungen vor-
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Fiillfaktoren, bei denen Anomalien beobachtet wurden.

Ein Stern an den Zahlen weist auf Fiill-
faktoren hin, fiir die bis jetzt nur Struktu-
ren in Oy gesehen wurden. Die erste Zeile
entspricht den Verhiltnissen v = plq,
2p < gq), . die zweite  bezeichnet
v = 1 — plg, wihrend die letzte Zeile die
Fiillfaktoren v = 1 + plq, 1 + (1 — plq),
2 + plq, etc. beschreibt. Diese Anordnung
wird im weiteren bei der Beschreibung
der Elektron-Loch-Symmetrie von
Bedeutung sein und weiter unten erldu-
tert.

2. Das Verstindnis des Effekts

Die typischen Merkmale des FQHE,
die Plateaus in 0y, und die Minima in Qxx,
sind im Erscheinungsbild denen des ganz-
zahligen QHE sehr ahnlich. Trotz dieser
auffilligen Ahnlichkeit ist der physikali-
sche Ursprung ein anderer. Hinweise fiir
ein Verstindnis des FQHE geben folgen-
de Tatsachen:

— Plateaus und Minima treten bei ge-
brochenzahligen Besetzungszahlen auf,
bei denen keine Struktur in der Einteil-
chen-Zustandsdichte der Elektronen er-
wartet wird.

— Man beobachtet den Effekt nur in Pro-
ben sehr hoher Beweglichkeit.

Daraus schlieBt man, da8 es sich beim
FQHE um eine intrinsische Eigenschaft
handelt und daB die Elektron-Elektron-

Wechselwirkung eine entscheidende Rolle
spielt. Der wichtigste Schritt in der Erkla-
rung des FQHE ist daher, die Eigenschaf-
ten eines zweidimensionalen Elektronen-
gases vor einem neutralisierenden Hinter-
grund und in einem Magnetfeld zu bestim-
men, das hoch genug ist, damit das unter-
ste Landau-Niveau nur teilweise gefiillt ist.
Eine sehr interessante Arbeit iiber dieses
Problem stammt von Yoshioka, Halperin
und Lee [6]. Die Autoren berichten iiber
numerische Rechnungen, bei denen einige
wenige Elektronen in einer rechteckigen
Zelle eingeschlossen sind. Sie verwende-
ten periodische Randbedingungen, und
mit einem gleichméBig positiv geladenen
Hintergrund wurde das System ladungs-
neutralisiert. Der Hamilton-Operator fiir
die wechselwirkenden Elektronen wurde
dann numerisch diagonalisiert.

2.1 Grundzustand

Abb. 3 zeigt die Grundzustandsenergie
pro Teilchen als Funktion der Besetzungs-
zahlen. Die Energie ist in Einheiten der
Coulomb-Energie e*/ely aufgetragen, wo-
bei & die Dielektrizititskonstante von
GaAs und [y = (hcleB)'? die sogenannte
magnetische Linge sind. Es ist bekannt,
daB bei niedrigen Temperaturen und star-
ken magnetischen Feldern der Hartree-
Fock-Grundzustand ein Wigner-Kristall
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ist [7]. Die Ergebnisse in Abb. 3 zeigen
einige interessante Ziige: Erstens hat der
Grundzustand des Systems deutlich nied-
rigere Energie als der Wigner-Kristall. Es
ist bemerkenswert, dal fir die Hartree-
Fock-Ergebnisse in dieser Abbildung kei-
ne Strukturen bei v = 1/3 oder bei ande-
ren rationalen Besetzungszahlen auftre-
ten. Ohnehin ist es zweifelhaft, ob der
FQHE iiber eine kristalline Ordnung er-
klart werden kann, da solch ein Zustand
durch Storstellen in einem realen System
fixiert (,,gepinnt*) werden sollte. Damit
sollte eine nichtlineare Strom/Spannungs-
Charakteristik auftreten, weil dieses Pin-
ning bei kleinen elektrischen Feldern auf-
gehoben wird. Bei » = 1/3 wurden selbst
bei so kleinen elektrischen Feldern wie
10 wV/em keine solchen Nichtlinearitdten
beobachtet [3]. Die numerische Arbeit
von [6] deutet deshalb ganz klar darauf
hin, daB der wahre Grundzustand nicht
ein Wigner-Kiristall ist, sondern eine Art
Fliissigkeit. Zweitens deuten sich Spitzen
bei v = 1/3 und v = 2/5 in der Energie
pro Teilchen als Funktion des Fiillfaktors
an (weiterhin eine Struktur bei v = 1/2,
die jedoch sehr von der Systemgrofe ab-
hingt). Die Kompressibilitit ist propor-
tional zur inversen Ableitung der Energie
nach der Dichte. Da diese Ableitung in
einer Spitze divergiert, bedeutet eine
nach unten zeigende Spitze in Abb. 3,
daB die Kompressibilitit an der Spitze
selbst Null ist. Damit ist die Dichte an
diesem Punkt eingefroren, und es gibt
keine langwelligen phononenartigen An-
regungen im System.

Bis jetzt wissen wir aus numerischen
Rechnungen von [6] nur, daB der Grund-
zustand dem einer translationsinvarian-
ten, wahrscheinlich inkompressiblen Fliis-
sigkeit entspricht. Wir haben weder ein
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Abb. 3: Energie pro Teilchen eines zweidimen-
sionalen Elektronengases als Funktion der teil-
weisen Fiillung des untersten Landau-Niveaus.
Die gestrichelte bzw. gepunktete Linie ist die
Energiekurve fiir den Elektron- bzw. den Loch-
kristall (unbesetzte Elektronenzustinde) in Hart-
ree-Fock-Niherung fiir ein unendlich ausge-
dehntes System [6].
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handen, dann sind diese Anregungen lo-
kalisiert. Sie sind beim FQHE fiir die
Ausbildung der Hall-Plateaus genauso
verantwortlich wie lokalisierte Elektronen
beim ganzzahligen QHE.

Bis jetzt wurden die Elementaranregun-
gen iiber dem Grundzustand diskutiert.
Neben den Elementaranregungen gibt es
auch kollektive Anregungen, dhnlich wie
Phononen in Festkoérpern. Diese Art der
Anregungen wurde von Girvin et al. [12]
untersucht, der die Analogic mit der
Bijl-Feynman-Theorie von Elementaran-
regungen in fliissigem “He beniitzte. Abb.
6 zeigt Anregungsenergien fiir verschiede-
ne Besetzungszahlen, die mit Cluster-
Rechnungen [11(b)] verglichen werden.
Das Anregungsspektrum ist vom Grund-
zustand durch ecine Liicke getrennt, die
die Inkompressibilitit des Systems wider-
spiegelt. Die Dispersion zeigt ein Mini-
mum bei endlichem Wellenvektor, das in
seiner Art dem Rotonenminimum in fliis-
sigem ‘He ahnelt. Fir groBe Wellenvek-
toren reduzieren sich die Kollektivanre-
gungen zu deutlich getrennten Quasiteil-
chen-Quasiloch-Paaren.

Eine ihnliche Dispersion fiir ein ma-
gnetisches Exziton zwischen zwei Landau-
Niveaus konnte kiirzlich in einem Experi-
ment mit resonanter inelastischer Streu-
ung in GaAs-Strukturen [13] hoher Be-
weglichkeit beobachtet werden. Die Be-
obachtung der Dispersion der Magnetoro-
tonen innerhalb eines Landau-Niveaus
war dagegen bis jetzt noch nicht moglich.

Das Verhalten des Elektronensystems
bei v = 1/m (und den sich aus der Elek-
tron-Loch-Symmetrie ergebenden Fiill-
faktoren) ist somit erkliart. Wie in Abb. 2
gezeigt wurde, tritt der FQHE jedoch
auch bei einigen anderen Fiillfaktoren ho-
herer Ordnung auf, z. B. bei 2/5, 3/7,
4/9 .... Fir diese Besetzungszahlen
schlug Haldane [14(a)] ein hierarchisches
Schema fiir Zustinde mit v = p/q,
1 < p < q vor. Diese Zustinde werden
durch Ordnung der neuen Generation
von Elementaranregungen gebildet, so
wie die durch (2) definierten Zustinde
von den urspriinglichen Elektronen gebil-
det werden. In jedem Schritt der Hierar-
chie entsteht eine neue Generation von
Elementaranregungen vor dem Hinter-
grund eines Vakuumzustandes der vor-
hergehenden Generation. Die Elementar-
anregungen gehorchen der Bose-Statistik.
Der Fiillfaktor v ist dann durch folgenden
Kettenbruch gegeben:

1

Yy =

3

ay

m +

Hierbei ist m = 1 eine ungerade ganze
Zahl, q ist gerade und a = + 1 (Quasi-
teilchen) oder — 1 (Quasiloch). Da man
erwartet, daB8 sich im Grenzwert v — 0
ein Wigner-Kristall bildet, sollte der Ket-
tenbruch dann abbrechen, wenn die Bil-
dung einer Fliissigkeit weniger giinstig ist
als die Bildung einer Ladungsdichtewelle.

Halperin schlug ein anderes hierarchi-
sches Schema vor [14(b)], um die Fiilifak-
toren zu erzeugen. In diesem eher Laugh-
lins Theorie entsprechenden Schema fol-
gen die Elementaranregungen einer frak-
tionierten Statistik. Vertauscht man zwei
Teilchen, #indert sich die Wellenfunktion
des Systems um einen komplexen Phasen-
faktor €, § = mv. Solche fraktionierten
Statistiken sind im zweidimensionalen
Raum moglich. Mit Hilfe des Adiabaten-
Theorems zeigten Arovas et al. [14(c)],
daB Laughlins Quasiteilchen und Quasilo-
cher der fraktionierten Statistik gehorchen.
Fraktionierte Statistiken werden neuer-
dings auch im Zusammenhang mit der
Hochtemperatur-Supraleitung diskutiert.

Experimentelle Ergebnisse fiir die Qua-
siteilchen-Quasiloch-Paarerzeugung erhilt
man aus Messungen der Aktivierungs-
energic [15]. Die Grundidee hierbei ist,
daB sich das System bei endlicher Tempe-
ratur aus dem Grundzustand und einer
kleinen Anzahl thermischer Anregungen
zusammensetzt. Der diagonale Wider-
stand 0,y (bzw. die Leitfahigkeit oy,) ist
erwartungsgemi der Anzahl der ther-
misch angeregten Quasiteilchen und Qua-
silocher proportional. Die Aktivierungs-
energie 1/2 4 (ausgedriickt in Kelvin) er-
hilt man aus

oxx(T) ~ exp (—4/27), 4)

wobei 4 hier die Quasiteilchen-Quasi-
loch-Paarerzeugungsenergie  bezeichnet,
wihrend 4 im ganzzahligen QHE der
Aufspaltung der Landau-Niveaus /o, ent-
spricht. Abb. 7 zeigt die Ergebnisse von
A fiir v =1/3, 2/3, 43 und 5/3 [15(a)].

Die experimentellen Daten fiir die Paar-
erzeugungsenergie stimmen gut mit den
theoretischen Ergebnissen fiir hohe Ma-
gnetfelder [15(b)] iiberein. Interessanter-
weise hat jedoch 4 in den Experimenten
von Boebinger et al. [15(a)] keine \/_—-
Magnetfeldabhingigkeit, wie man es von
einer Coulomb-Aufspaltung erwartet.
Stattdessen zeigen die Daten eine end-
liche Schwelle bei B = 5,5 Tesla, die sich
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Abb. 5: Bindungsenergic pro Teilchen als
Funktion des Fiillfaktors fiir den Laughlin-Zu-
stand (Punkte) und den Wigner-Kristall in Hart-
ree-Fock-Niherung (offene Kreise).
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Abb. 6: Energien der kollektiven Anregung fiir
v = 1/3, 1/5 und 1/7 (durchgezogene Linie). Die
Punkte sind Ergebnisse verschiedener Cluster-
Rechnungen [12].
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auf die Gegenwart von Verunreinigungen
zuriickfithren 1iB8t. Bei hoheren Magnet-
feldern beobachtet man einen nahezu /-
nearen Anstieg bis zu B =~ 10 Tesla, ge-
folgt von einer schwicheren Feldabhdn-
gigkeit bis zu B = 30 Tesla. Diese lineare
Abhingigkeit hat eine weitere interessan-
te Konsequenz, die weiter unten beschrie-
ben wird.

2.3 Spin-Umklapp-Anregungen

In den erwihnten Theorien war die
Zeeman-Energie jeweils so groB, daf alle
Zustinde spin-polarisiert waren. Halperin
[9] war der erste, der infolge des kleinen
g-Faktors von GaAs (g =~ 0,4) die Annah-
me der vélligen Spin-Polarisation in Frage
stellte. Diesem Weg folgend, berechneten
wir fiir die verschiedenen Besetzungszah-
len die jeweils optimalen Spin-Polarisatio-
nen [16(a)]. Die Spin-Polarisationen des
Grundzustandes sind fiir einige Beset-
zungszahlen schematisch dargestellt:

ﬂ—l—(%) 1 (%)%
33 63

(11, 7] und { entsprechen jeweils voll
polarisierten, unpolarisierten und teilwei-
se polarisierten Zustanden). Die Spin-Zu-
ordnungen fiir 5/3, 4/3, 8/5 und 7/5 erhilt
man aus der oben erwihnten Elektron-
Loch-Symmetrie, d. h. fiir nicht-polari-
sierte Spins sind die Fille v und 2 — v
gleich. Die Arbeit iiber den Grundzu-
stand wurde spiter auf Spin-Umklapp-
Anregungen ausgeweitet [16(b)]. Bei
v = 1/3 ist zwar der Grundzustand voll-
stindig spin-polarisiert, bei kleineren Ma-
gnetfeldern hat der energetisch niedrigste
Quasiteilchenzustand aber einen umge-
klappten Spin. Das lineare Verhalten in
Abb. 7 wird deshalb als eine Manifesta-
tion der Zeeman-Energie interpretiert,
die nur bei Spin-Umkehr auftritt [16].

Die Vorhersagen dieser Untersuchun-
gen konnten kiirzlich experimentell bestd-
tigt werden. Hierbei war das Magnetfeld
nicht mehr senkrecht zur Ebene, sondern
um den Winkel 6 geneigt [17]. Die Elek-
tron-Elektron-Wechselwirkung spiirt nur
die senkrechte Komponente des Magnet-
feldes B,. Die Zeeman-Energie dagegen
hingt vom  gesamten  Magnetfeld
Bt = B,/cosf ab. Bei dieser Art von Ex-
periment wird B, festgehalten und mit
vergroBertem @ auch By, vergroBert. Bei
dem Experiment von Clark et al. [17(a)]
reagieren die verschiedenen Fiillfaktoren
mit zunchmenden 6 anders als man von
der gewohnlichen Elektron-Loch-Symme-
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Abb. 8: Ergebnisse fiir den FQHE bei geneigtem Magnelfeld [17(a)].
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Abb. 9: Aktivierungsenergie fiir v = 8/5 als
Funktion des gesamten Magnetfeldes B,y
[17(b)].

trie erwartet. Abb. 8 zeigt, daB die Zu-
stinde fiir v = 5/3 und 1/3 mit zunehmen-
dem 6 unveriindert bleiben, die Zustinde
v = 4/3 und 2/3 sich jedoch dndern. Wi-
ren alle Zustinde spin-polarisiert, erfor-
derte die Elektron-Loch-Symmetrie, da
sich alle diese Fiillfaktoren gleich verhiel-
ten. Da die Zustinde 1/3 und 1/5 von der
Theorie her als spin-polarisiert bekannt
sind, erwartet man kein verandertes Ver-
halten, wenn man das Magnetfeld erhoht.
Fiir die Besetzungszahlen 2/3 und 4/3 sagt
die Theorie einen unpolarisierten Grund-
zustand voraus. Plausibel erkldren lassen
sich die Experimente dadurch, da mit
zunehmendem Gesamtmagnetfeld der un-
polarisierte Zustand zerstort wird und ein
voll polarisierter Zustand auftritt.
Eisenstein et al. [17(b)] untersuchten in
ihrem Experiment mit geneigtem Magnet-
feld den Fillfaktor v = 8/5, der Elektron-
Loch-symmetrisch zu v = 2/5 ist. Sie fan-
den ebenfalls ecinen Ubergang zu voller
Polarisicrung mit zunehmendem Nei-
gungswinkel bzw. mit zunehmendem ma-
gnetischen Feld. Aus den Ergebnissen der
Aktivierungsenergie (siche Abb. 9) als
Funktion von B, kann man auBlerdem
folgende Informationen iiber diese Spin-
Umkehr ablesen:
a) Bei niedrigen Magnetfeldern zeigt die
Aktivierungsenergie einen linearen Ab-
fall, aus dessen Steigung dA4/dB, man
den Wert des g-Faktors (0,4) gewinnen
kann. Der Grundzustand ist, wie von der
Theorie vorhergesagt, nicht spin-polari-
siert. Die niedrigsten Anregungen sind
spin-umgekehrte Quasiteilchen. Das be-
obachtete Verhalten erklért sich aus der
Linearitit der Zeeman-Energie mit By,.
b) Mit zunehmendem Magnetfeld erreicht
man einen Kritischen Wert, ab dem der
Grundzustand vollstindig polarisiert ist.
Die giinstigsten Anregungen sind immer
noch  spin-umgekehrte  Quasiteilchen.
Dies erklért den linearen Anstieg der Ak-
tivierungsenergie auch jenseits des kriti-
schen Wertes. Experimente von anderen
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Gruppen [17(c,d)] unterstiitzen dieses
Bild. Eine ausfiihrlichere Ubersicht findet
man in [17(e)].

3. Neuere Entwicklungen

Es ist hier unmoglich, iiber alle experi-
mentellen und theoretischen Entwicklun-
gen auf diesem lebendigen Gebiet zu be-
richten. Daher soll in diesem Abschnitt
nur von zwei vielversprechenden Ansit-
zen die Rede sein.

Wihrend die Liste der Fiillfaktoren, bei
denen der FQHE auftritt, unaufhorlich
langer wird, gibt es bei v = 1/2 auch nicht
den leisesten Hinweis auf ein Auftreten
des FQHE. Die Forderungen nach Anti-
symmetrie der Laughlin-Wellenfunktion
fiir spin-polarisierte Elektronen schlie8t
Besetzungsverhiltnisse mit geraden Nen-
nern aus. (Der beobachtete Fall von
FQHE bei v = 5/2 zeigt jedoch, daB es
auch hier eine Ausnahme von diesem all-
gemeinen Gesetz gibt.) Diese halbe Fiil-
lung des untersten Landau-Niveaus ver-
dient besondere Aufmerksamkeit. Wir
haben zeigen konnen [18], daB fiir eine
einzelne Schicht von Elektronen die Bil-
dung einer Quantenfliissigkeit fir v = 1/2
sehr unwahrscheinlich ist. Gibt es jedoch
in der Nihe eine weitere Schicht mit ver-
gleichbarer Elektronendichte, konnen die
beiden Schichten durch Coulomb-Wech-
selwirkung koppeln (Tunneln von Elek-
tronen zwischen den Schichten soll ausge-
schlossen sein), und mit Hilfe anisotroper
Elektronenkorrelationen kann sich dann
eine inkompressible Quantenfliissigkeit
bilden.

Von den neueren Experimenten, die
den FQHE in Vielschichtsystemen unter-
suchen, ist eine Arbeit von Lindelof et al.
[19(a)] bemerkenswert. Hier wurde ein
Quanten-Hall-Plateau bei » = 1/2 in einer
doppelten Heterostruktur beobachtet, das
recht gut mit unserem Modell iiberein-
stimmt. Anomalien im magnetischen
Transport von  Doppel-Quantenwell-
Strukturen in hohen Feldern wurde kiirz-
lich von Boebinger et al. [19(b)| beobach-
tet. Der FQHE wurde auch in mehr-
schichtigen Quantenwell-Strukturen ge-
messen [19(c)]. Aus dieser Richtung sind
in naher Zukunft einige interessante Ar-
beiten zu erwarten.

In letzter Zeit wurden auch mit Hilfe
von optischen Experimenten die Effekte
der  Elektron-Elektron-Wechselwirkung
im zweidimensionalen Elektronengas un-
tersucht. Man miBt dabei die Lumines-
zenzspektren der strahlenden Rekombi-
nation mit durch Licht angeregten Lo-
chern. In der Nihe der Fiillfaktoren 1/3
und 2/3 zeigen die Emissionsspektren
Energieverschiecbungen und Aufspaltun-
gen, die hochstwahrscheinlich mit der

Energieliicke der inkompressiblen Quan-
tenfliissigkeit im Zusammenhang stehen.
Moglicherweise helfen diese Experimente
auch, die Spin-Polarisationen des Grund-
zustandes und der oben angesprochenen
Anregungen zu bestimmen. Magnetoopti-
sche Experimente stellen eine interessan-
te Alternative zu den Magnetottransport-
Untersuchungen dar. Es ist zu erwarten,
daB sie Aufschluf iiber Eigenschaften ge-
ben, die den Transportmessungen nicht
zugénglich sind.

Seit der ersten experimentellen Entdek-
kung haben wir einen weiten Weg zum
Verstéindnis der Eigenschaften des korre-
lierten Elektronensystems in einem star-
ken Magnetfeld zuriickgelegt. Der Ansatz
von Laughlin und die neuen Experimente
mit Proben ausgezeichneter Qualitit ha-
ben es uns erlaubt, das Geheimnis der
typischen Eigenschaften des Zustandes eci-
ner Quantenfliissigkeit ein wenig zu lif-
ten. Auf diesem Gebiet wird sehr aktiv
geforscht, sowohl experimentell als auch
theoretisch. Einige der Konzepte, die ur-
spriinglich auf diesem Gebiet entwickelt
wurden, sind inzwischen auch in anderen
Bereichen der Festkorperphysik populir
geworden, vornehmlich in den Theorien
der Hochtemperatur-Supraleitung. Die
Geschichte des fraktionierten Quanten-
Hall-Effekts ist noch lange nicht abge-
schlossen.

*

Ich danke Andrea Heilingbrunner und
Gernot Stollhoff fiir ihre Hilfe bei der
deutschen Fassung dieses Artikels. Horst
Stormer, Steve Girvin, Allan MacDonald
und Peter Maksym haben mir groBziigig
gestattet, Zeichnungen aus ihren Verof-
fentlichungen zu benutzen.
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